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Tada je

v2e
λ2t =

⎡
⎣ 2

−i
−3i

⎤
⎦ ete2it =

⎡
⎣ 2

−i
−3i

⎤
⎦ et(cos 2t + i sin 2t) =

⎡
⎣ 2et cos 2t + i2et sin 2t

et sin 2t − iet cos 2t
3et sin 2t − 3iet cos 2t

⎤
⎦

Konačno, rešenje je
x = c2e

t cos 2t + c32et sin 2t
y = c1e

t + c2e
t sin 2t − c3e

t cos 2t
z = −c1e

t + c23et sin 2t − c33et cos 2t

�

8.3 Rešiti sistem
x′ = 2x − y − z
y′ = 2x − y − 2z
z′ = −x + y + 2z

Rešenje: Matrica sistema je

A =

⎡
⎣ 2 −1 −1

2 −1 −2
−1 1 2

⎤
⎦

Karakteristični koreni matrice A su
λ1 = λ2 = λ3 = 1

Kako imamo vǐsestruko koren, rešenje tražimo u obliku
⎡
⎣ Pk(t)

Qk(t)
Rk(t)

⎤
⎦ eλ1t,

gde su Pk, Qk i Rk polinomi reda k, a k = r + s−n, gde je r rang matrice λE −A, s vǐsestrukost korena,
a n red sistema.

Tako je

λE − A =

⎡
⎣ −1 1 1

−2 2 2
1 −1 −1

⎤
⎦

pa je rang matrice jednak 1. Red polinoma je k = 1 + 3 − 3 = 1. Rešenje tražimo u obliku
⎡
⎣ x

y
z

⎤
⎦ =

⎡
⎣ At + B

Ct + D
Et + F

⎤
⎦ et

Konstante A, B, C, D, E i F odred̄ujemo uvrštavanjem u sistem. Kako se radi o trostrukom korenu, tri
konstante ćemo izraziti preko druge tri.

Aet + (At + B)et = 2(At + B)et − (Ct + D)et − (Et + F )et

Cet + (Ct + D)et = 2(At + B)et − (Ct + D)et − 2(Et + F )et

Eet + (Et + F )et = −(At + B)et + (Ct + D)et + 2(Et + F )et

Odatle dobijamo sistem linearnih jednačina

A = C + E
A = B − D − F
C = 2B − 2D − 2F
E = −B + D + F

Rešavanjem dobijamo da je

A = −E C = −2E F = E + B − D106



Proglasimo sada B,D i E za konstante c1, c2 i c3 respektivno. Tada je

A = −c3 B = c1 C = −2c3 D = c2 E = c3 F = c1 − c2 + c3,

pa je rešenje⎡
⎣ x

y
z

⎤
⎦ =

⎡
⎣ −c3t + c1

−2c3t + c2

c3t + c1 − c2 + c3

⎤
⎦ et = c1

⎡
⎣ 1

0
1

⎤
⎦ et + c2

⎡
⎣ 0

1
−1

⎤
⎦ et + c3

⎡
⎣ −t

−2t
t + 1

⎤
⎦ et

�

8.4 Rešiti sistem:
x′′ = 2x − 3y
y′′ = x − 2y

Rešenje: Ovakvi sistemi se uvek mogu rešiti uvod̄enjem novih zavisnih promenljivih i svod̄enjem na
siszem linearnih jednačina prvog read. U ovom slučaju sistem je oblika

x′ = u
y′ = v
u′ = 2x − 3y
v′ = x − 2y

Med̄utim, upošteno, kod homogenih sistema oblika

anx(n) + an−1x
(n−1) + . . . + a0x + bny(n) + bn−1y

(n−1) + . . . + b0y = 0
cnx(n) + cn−1x

(n−1) + . . . + c0x + dny(n) + dn−1y
(n−1) + . . . + d0y = 0

do karaketrističnih korena dolazimo iz jednačine∣∣∣∣ anλn + an−1λ
n−1 + . . . + a0 bnλn + bn−1λ

n−1 + . . . + b0

cnλn + cn−1λ
n−1 + . . . + c0 dnλn + dn−1λ

n−1 + . . . + d0

∣∣∣∣ = 0,

a zatim do odgovarajućih karakterističnih vektora rešavajući sistem[
anλn

i + an−1λ
n−1
i + . . . + a0 bnλn

i + bn−1λ
n−1
i + . . . + b0

cnλn
i + cn−1λ

n−1
i + . . . + c0 dnλn

i + dn−1λ
n−1
i + . . . + d0

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
.

Tako se u našem slučaju sistem može zapisati

x′′ − 2x − 3y = 0
−x + y′′ + 2y = 0

Odgovarajuća karakteristična jednačina je∣∣∣∣ λ2 − 2 −3
−1 λ2 + 2

∣∣∣∣ = 0

čije je rešenje
λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = i, λ4 = −i.

Odgovarajući karaktersistični vektori su

v1 =
[

3
1

]
, v2 =

[
3
1

]
, v3 =

[
1
1

]
,

dok v4 ne tražimo. Kako je

v3e
λ3t =

[
cos t + i sin t
cos t + i sin t

]
=

[
cos t
cos t

]
+ i

[
sin t
sin t

]
,

rešenje je
x = 3c1e

t + 3c2e
−t + c3 cos t + c4 sin t

y = c1e
t + c2e

−t + c3 cos t + c4 sin t
.
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Nehomogeni sistem

8.5 Metodom varijacije konstanti rešiti sistem

x′ = x − y + 1
cos t

y′ = 2x − y

Rešenje: Prvo rešimo homogen sistem
x′ = x − y
y′ = 2x − y

Njegovo rešenje je
xh = c1 cos t + c2 sin t
yh = c1(cos t + sin t) + c2(sin t − cos t)

Tada je rešenje nehomogenog sistema oblika

x = c1(t) cos t + c2(t) sin t
y = c1(t)(cos t + sin t) + c2(t)(sin t − cos t) .

Funkcije c1(t) i c2(t) dobijamo iz sledećeg sistema lineranih jednačina

c′1(t) cos t + c′2(t) sin t = 1
cos t

c′1(t)(cos t + sin t) + c′2(t)(sin t − cos t) = 0 ,

gde nehomogeni deo ovog sistema je nehomogeni deo sistema diferencijalnih jednačina.
Sistem rešavamo Kramerovim pravilom. Tako je

DS =
∣∣∣∣ cos t sin t

cos t + sin t sin t − cos t

∣∣∣∣ = −1

Dc′1 =
∣∣∣∣

1
cos t sin t
0 sin t − cos t

∣∣∣∣ =
sin t

cos t
− 1

Dc′2 =
∣∣∣∣ cos t 1

cos t
cos t + sin t 0

∣∣∣∣ = −1 − sin t

cos t

Stoga je

c′1(t) = 1 − sin t

cos t

c′2(t) = 1 +
sin t

cos t

Dakle
c1(t) =

∫
(1 − sin t

cos t
)dt = t + ln | cos t| + c1

c2(t) =
∫

(1 +
sin t

cos t
)dt = t − ln | cos t| + c2.

Rešenje je
x = (t + ln | cos t| + c1) cos t + (t − ln | cos t| + c2) sin t
y = (t + ln | cos t| + c1)(cos t + sin t) + (t − ln | cos t| + c2)(sin t − cos t) .

8.6 Metodom pogad̄anja partikularnog rešenja rešiti sistem

x′ = 2x − y − z + e2t

y′ = 3x − 2y − 3z + cos t
z′ = −x + y + 2z + et

108



Rešenje: Rešavamo prvo homogen sistem i dobijamo da je

xh = c1 + c2e
t + c3e

t

yh = 3c1 + c2e
t

zh = −c1 + c3e
t

i karakteristični koreni su
λ1 = 0 λ2,3 = 1.

Pogad̄ačku metodu koristimo ako su svi nehomogeni delovi oblika

Pm(t)eαt cos βt ili Pm(t)eαt sin βt,

gde je Pm(t) polinom reda m.
Tada je partikularno rešenje oblika⎡

⎣ xp

yp

zp

⎤
⎦ =

⎡
⎣ Q1

k

Q2
k

Q3
k

⎤
⎦ eαt cos βt +

⎡
⎣ R1

k

R2
k

R3
k

⎤
⎦ eαt sin βt

gde su Qi
k i Ri

k polinomi reda k = m + l, a l je vǐsestrukost α + iβ kao korena karakteristične jednačine.
Posmatrajmo prvo e2t. Imamo da je m = 0, a kako je α = 2, a β = 0, onda je i l = 0. Partikularno

rešenje je oblika: ⎡
⎣ xp1

yp1

zp1

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A

B
C

⎤
⎦ e2t.

Do konstanti A, B, C dolazimo uvrštavajući partikularno rešenje u sistem gde je od nehomogenih delova
jedini preostao onaj koji posmatramo, tj.

x′ = 2x − y − z + e2t

y′ = 3x − 2y − 3z
z′ = −x + y + 2z

Tako dobijamo da je A = 3
2 , B = 3

2 i C = − 1
2 .

Sada posmatramo cos t. Imamo da je m = 0, a kako je α = 0, a β = 1, imamo da je l = 0. Partikularno
rešenje je oblika ⎡

⎣ xp2

yp2

zp2

⎤
⎦ =

⎡
⎣ A

B
C

⎤
⎦ cos t +

⎡
⎣ D

E
F

⎤
⎦ sin t.

Što se tiče et, imamo da je α = 1, a β = 0, pa je l = 2. Stoga je partikularno rešenje oblika⎡
⎣ xp3

yp3

zp3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ Axt2 + Bxt + Cx

Ayt2 + Byt + Cy

Azt
2 + Bzt + Cz

⎤
⎦ et

U oba slučaja se do konstanti dolazi uvrštavanjem u sistem koji od nehomogenih delova ima samo
onaj koji posmatramo.

�

8.7 Rešiti sistem
x′ = x − y + z + t
y′ = x + y − z − (t2 + 1) sin t
z′ = 2z − y

8.8 Rešiti sistem
x′ = 2x − y − z + tg t
y′ = 3x − y − 2z
z′ = 2z − x + y + ctg t

8.9 Rešiti sistem
x′ = 2x + 2z − y + t cos t
y′ = x + 2z + et sin t
z′ = y − 2x − z109 110
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Namjena ovih zadataka, datih na papiru,
da se koncentrišu na njihova rješenje (kao i da postavljaju pitanja kako zadataka tako i za rješenja). 

zadatka dovodi do zamora Neki
– pripremiti iz Matematike e ako

ne uradite . Sva rješenja zadataka iz predmeta 
pf.unze.ba\nabokov

: Površnost
razumijevanja je majka neuspjeha.

1.

Varijansa (ili disperzija) uzorka i standardna devijacija uzorka

1, 2, 5, 6, 6
2.

-40, 0, 5, 20, 35
3. e

164, 165, 157, 164, 152, 147, 148, 131, 147, 155

4.
5.

[60,62) [62,66) [66,68) [68,72) [72,74)

im 5 18 42 27 8 100

Raspon uzorka i interkvartilni raspon uzorka

6.
93, 88, 80, 68, 55

7.

47 4
48 1
49 3
50 5
51 8
52 10
53 0
54 5
55 0
56 2
57 3
60 1

311

8.

[15,20) [20,25) [25,30) [30,35) [35,40)
5 13 11 7 6 42

9.

Koeficijent korelacije uzorka

10. -
godine

1980 1984 1988
17,1 14.7 12,8

- 10,6 11,5 13,2

r za date podatke.

11. t

o

a 1 –

1 18 202
2 32 644
3 25 411
4 60 755
5 12 144
6 25 302
7 50 512
8 15 223
9 22 183

10 30 375

12.

–

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 16 13 18 19 12 18 19 12 14
73 67 74 63 73 84 60 62 76 71
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315 316



317 318



319 320



321 322



323 324



325 326



327 328



329 330



-

1. poreznih 

47, 55, 18, 24 27, 41, 50, 38, 33, 29, 15, 77, 64, 22, 19, 35, 39, 41

Napraviti prikaz datih podataka 

2.

67, 55, 121, 77, 80, 34, 41, 48, 60, 30, 22, 28, 84, 55, 26, 105, 62

Napraviti prikaz datih podataka 

3. prodanog

30, 17, 23, 31, 28, 56, 64, 88, 104, 115, 39, 25, 18, 21, 30, 57, 40
7

2 rdnu 

Napraviti prikaz datih podataka 

4.
38, 29, 19, 46, 40, 49, 72, 70, 37, 39, 18, 22, 29, 52, 94, 86, 23, 36

Napraviti prikaz datih podataka 

5.

[60,61) [61,65) [65,67) [67,71) [71,73)

im 6 19 43 28 4 100

331

6.

40 5
41 2
42 3
53 6
54 9
55 11
56 1
57 6
58 1
59 3
50 4
51 2

7.

[16,21) [21,26) [26,31) [31,36) [36,41)
6 14 12 8 7 46

8.

70 15
71 21
72 13
73 61
74 19
75 11
76 11
77 16
78 11
79 13

6
45
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da se 
koncentrišu na njihova rješenje (kao i da postavljaju pitanja

– pripremiti jedn
primjera. 

http://ff.unze.ba/nabokov/
: Površnost razumijevanja je majka neuspjeha.
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